Exercices d'applications et de réflexions sur Structures algébriques 
PROF : ATMANI NAJIB 2ème BAC Sciences maths 


Exercices AVEC SOLUTIONS 


Structures algébriques(partie2) 


Groupe anneau corps 


Exercice 1: on pose = et V(xy)el" ve À = aretan] -1+ tan x+ tan À | arctan (1 tan x +) 


On muni 1 de la loi de composition définie par : T p 
x#7 = arc tan (tan x) = x 


x*y=artan(-l+tanx+tany) | | n" 
Et puisque * est commutatif on a aussi : 1" x 


Montrer que (1;*) est un groupe commutatif 


| Et puisque : te 
Solution :1)soit (x; y) € 7° 4 


| A a T 
X* y = arc tan (—1+ tan x+ tan y) = arc tan (—1+tan y+tan x) alors : x possède un élément neutre e = z 


| | 4) soit : n cherche x’ | | 
Donc x*y=y%*x et par suite *est commutatif HEAR E ONENEN ACTIONS 


xxx =T ? 
2)soit (x; y; y)e 1° i 
x*x' = TS arctan(-1+ tan x+ tan x') = 7 
(xx y)*z=(arctan(—1+ tan x+ tan y))*z i | 


T 
< -l+ tan x+ tan x = tan| — | tan x + tan x' = 2 
= arc tan (—1 + tan((arc tan(—1+ tan x+ tan y)) + tan z)) 4 


= arc tan(—l+(—1+ tan x+ tan y )+ tan z)) © tan x'=2-tan x< x'=arctan(2-—tan x) €Z 


— arc tan(—2 + + tan x+ tan y + tan z) Donc : tout élément de 7 possède un symétrique 


pour * dans 7. 


Et on a : | ; 
Finalement :(7;,%) est un groupe commutatif 


x*(y*z) = x*(artan(—1+ tan y+ tan z)) 
Exercice 2: on muni R? d’une loi de composition 


= ar tan (—1+ tan x + tan((arc tan(—1+ tan y + tan z )))) 
interne T définit par : 


= Arc tan(—1+ tan x + (—-1+ tan y + tan z)) (x; y)T(x'; y') = (x+x' ye” + y'e™) 
= arc tan(—2 + + tan x + tan y + tan z) v(x; y) c Rĉ?et Y(x'; y’) cR? 
Donc : (x* y)*z=x*(y*z) Monter que (R?;T) groupe non commutative 


par suite * est associative 


3) vxel ona: 
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Solution :a)soient (x; y) ; (x: y’) et (x”"; y") des 
éléments de R’ 

(sy) T(x y) T(x"; y") z (x+x'; ye” + y'e™) T(x"; y") 
— (x +x +x”; ( ye” + y'e™ Je” + ye ) 


—(x'+x") 1 _—x+x" 


+. M un] 


=(x+x +x"; ye +y'e 


(x y)T((x'; y')T(x"; y") 20 y)T(x + x" y'e" + y'e*) 
— (x + x’ + x"; ( y'e” 4 yer Je™ de ye” ) 


(x) 


= (x+x + x" y'e 


—(x+x') 


+ y'e + ve***) 


Donc : 
(GT NT >) = (6 IT (5 y) T(x" >") 


donc : T est associative 
b) l'élément neutre deT ? 


(e;e,) l'élément neutre de T ssi V(x; y) e R’ 

(x y)T(e;e,) = (x; y) et (e;e,)T(x; y) = (x; y) 

(x; y)T(e;e,) = (x y) > (x+e; ye’ +e,e™) = (x; y) 
x+e =x e =Ù e =0 

> > © 
yet +ee =y [ee =0 |e =0 

Eton a : (0;0)T(x;y)=(x;y) 


Donc : (0;0) est l'élément neutre de T 


c) le symétrique d’un élément dansT ? 


soient (x; y) € R montrons l'existence de 
(x',y')e R’tel que : (x; y)T(x'; y')=(0;0) et 
(x5 y')T(x; y) =(0;0) 


(x; y)T(x'; y') = (0;0) <> (x+ x; ye” + y'e™) = (0;0) 
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On a aussi : (-x;-y)T(x;y)=(0;0) 

Donc : (-x;-y)est le symétrique de élément 
(x y)dans T 

Donc : (R°; T) est un groupe 

Et puisque : (1:1)T(1,0)=(2;e)et (1:0)T(1:1)=(2;e") 
Alors : (1:1)T(1:0)#(1:0)T(1:1) 


donc : T nest pas commutative 


Exercice 3: soit (G;-) un groupe noté 
multiplicativement et tel que : (a;b) € G? 


(ab) = a°b? Montrer que que ce groupe est 


commutatif 
Solution :par hypothèse on a quels que soient 


les éléments (a;b) G° : abab = aabb 


Mais dans un groupe tout élément étant régulier 
on peut simplifier à gauche par a et à droite par b 
Donc : abab = aabb 


Donc ba = ab et par suite ce groupe est 


commutatif 
x=b*d 
Exercice 4: (étude d'un groupe fini) 


Montrer que 7 , +) et( 247 = (0) x) sont 


deux groupes commutatifs 
Solution : 


Tableau de : (Zéy:+) 


IN 


Tableau de : PTa 


Exercice 5: (étude d’un groupe fini) Remarque : si (G;*) est un groupe fini alors 


Gi uia ee chaque élément de G se trouve sur le tableau 


une fois dans chaque ligne et dans chaque 
colonne 


Exercice 6: soit (G;-) un groupe noté 


multiplicativement et e l'élément neutre de G 


1) Montrer que si: V(a;b)eG? : (ab) =a b? 
(A, )la médiatrice du segment [Bc] alors le groupe G est commutatif 


(A, ) la médiatrice du segment [AB] 2)Montrer que si: VxeG : x° =e alors le 


PEE groupe Gest commutatif 
(A, )la médiatrice du segment [AC] 


Solution : 1) soit (a;b) € G? 
Soit & l'ensemble des transformations 
par hypothèse on a: (ab) =a b 


suivantes : C =r; S, SS 
PE donc : a.b.a.b =a.ab.b puisque G un groupe 


r, la rotation de centre O et d'angle 0 : r (0;0) tout élément de G est regulier 
Donc : b.a = a.b 


r, la rotation de centre O et d'angle 2 | [ox Par suite ce groupe est commutatif 


J 2) soient les éléments (x; y) € G° 
r, la rotation de centre O et d'angle 2 : a(o) 


par hypothèse on a: xyxy =e 


la symétrie axial d'axe: AEE - ; 
î y (a) on multipliant à gauche par x et à droite par y 


s, la symétrie axial d'axe : (A,) "O" 
Donc : xxyxyy = xey = X yxy” = xey > eyxe = xy 


la symétrie axial ď'axe : 
S3 4 (As) => yx = xy Par suite ce groupe est commutatif 


Montrer que : (¢;-) est un groupe Exercice 7: (on considére l'ensemble des 


Solution : on utilisant la loi de composition des 


l a 
transformation o on trouve le tableau suivant : matrices suivante : £ = m do f a a € R! 


Monter que Ë n'est pas un sous-groupe 
de (M, (R);+) 
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Solution : soit M eE et M, €E 


l a 1l b 
Donc : M, = et M, = 
2 0 2 0 


M,XxM,€eËE£7? 


l a 1 b 1+2a b 
M, ,xM,= x = g E 
2 0 2 0 2 2b 


donc : E n’est une partie stable de (m, (R);x) 


donc: ÈE n'est pas un sous-groupe e (m, (R);+) 


Exercice 8: soit / l'ensemble des nombres 
entiers relatifs pairs 


montrer que (/;+) est un sous-groupe de(Z;+) 
Solution :on a : 1CZ 


(1)1#S car 0=2x0e1 

(2)V(x y)el;x-yel ? 

Soient : xe et yel donc: x=2xp et x=2xq 
x—y=2xp-2xp=2x(p-p}=2xkel 


Donc : (/;+) est un sous-groupe de(Z;+) d'après 
La propriété caractéristique d'un sous-groupe 


Exercice 9: montrer que : H = oT Imeline 7} 
est un sous-groupe de (R';x) 

Solution :on a: HCR' car V{n,m)eZ';3"7" € R" 
(1)H =Ø car 37° =1eH 

(2)V(x, y) eH”;xxy eH ? 

Soient : xe H et ye H donc: 
(n,m)eZ";x=3"7" 

Et (p,g)eZ';,y=377 

IXI = TX EH Sorgo 
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wa T Re mes 
Avec : (e, f )e Z? donc: 
(2)V(x, y) eH”;xxy eH 


Donc : (H;x) est un sous-groupe de(R':x) 


D'après la propriété caractéristique d'un sous- 
groupe 


Exercice 10: U = {7 eC/|2 = || 


Montrer que (U ;x) est un sous-groupe de [C';x) 


Solution : 
1) Un nombre complexe de module 1 est non nul 


et donc U CC 
Et 1 a pour module 1 et donc 1 e U. 


Soit alors (z,:z,)EU”. 
AXz EU 


z x zz LR =|z|x|z, 0 =IXI=IXkIEeU 


Exercice 11: on considére l’ensemble des 
matrices suivante : 


lna O0 3 
E=;M,= lae R* 
| n MA 


Monter que E est un sous-groupe de (m, (R);+) 


, lne 0 1 0 
Solution : 1)on a M, = = Sl, 
O0 lne 0 1 


Donc : L eE donc: EzQ 


2) soit M,eE et M, EE M,-M,EeE? 


- y [ms 0 Inb 0 
a b | 0 ha 0 Inb 


(ee 0 
b 


In— 0 
TS na)” alb 
io 0 ni 


Et puisque a e R” et be R” alors a/b eR” 
Donc : M, -M, =M, , EE 

Donc : E est un sous-groupe de (M, (R);+) 
Exercice 12 :soit (G;-) un groupe noté 
multiplicativement et soit a € G 

On pose : C,={xeG/ax=xa} 


(centralisateur de a) 


Et: Z(G)={xeG/VyeG:xy= yx} (centre deG) 


Montrer que C, et Z(G)sont des sous-groupes 
de : (G;-) 

Solution : 1) Montrons que C, est un sous- 
groupe de (G:;-) ? 

Soit e l'élément neutre du groupe (G::) 
a)ona: ae=ea=a donc eec, donc: C, +Ø 
b)soient les éléments (x; y)eC” 

montrons que : xy e C, cad montrons que : 


(y )=(o Ja 7 


4x = xa(1) 
On a (x; y)eC,” donc : 
ay = ya(2) 


1 ==] 


(2) (ay) = (ya) < y'a =a y 


1 


=> y'a =a "y" et ax = xa(1) 

— axy a = xaa y” —> axy a = xey 
siasi 5i =] _—1 -1 

> axy a =xy => axy a a=xy a 


=> axy "e = xy "a > axy” = xy adonc xy eC, 


Donc : C, est un sous-groupe de (G;-) 
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2) Montrons que Z(G) estun sous-groupe 

de (G;-) ? 

a)ona:VyeG:ey=ye donc eeZ(G) 

donc : Z(G) += Ø 

b)soient les éléments (a;b)eZ(G) 

montrons que : ab” € Z(G) cad montrons que : 
(ab) y z y(ab™) VyeG ?? 


ay = ya(1) 
by = yb(2) 


De la même façon que précédemment on trouve 


On a (a;b}ez(G) donc : | 


(ab) y= y(ab™) VyeG donc ab” e Z(G) 


Donc : Z(G) estun sous-groupe de (G;-) 


Exercice 13 :On munit R de la loi de 
composition interne définie par : 


x* y =x y2 +1 + yyx2+1 v(x; y)eR? 


1)soit l'application : 


f:R—R définie par : f (x) = 


Montrer que f est un isomorphisme de (R;+) 
vers (R;+) 

2) En déduire la structure de (R;*) 

Solution :1) a) f est une fonction continue et 


=X 


e +e 
2 


=0 


dérivable sur R et f'(x)= 


Donc f est strictement croissante sur IR 
Par suite f est une fonction bijectif de R 
Dans f(R)=R 


b) soient x; y € R 


Finalement : f(x+y)=f(x)*f(y) 
Donc : f est un homorphisme bijectif de (R;+) 


vers (R;*) donc un isomorphisme 


2)puisque : f est un isomorphisme de (R;+)vers 


(R;*+) et (R;+) est un groupe commutatif 


Alors : (R;*) est un groupe commutatif 


Exercice 14 : on considére l'ensemble suivant : 


E={a+b\3/(a;b)eQ) 
1)Monter que (E;+) est un groupe commutatif 


2) Monter que E est une partie stable de (Q;x) 


3) Monter que (E;+;x) est un anneau commutatif 


unitaire 


Solution : 1) Montrons que(E;+) est un un sous- 


groupe de (Q;+) ? 


On a EcQ etona 1=1+043 donc : 1eE 
Prof/ATMANI NAJIB 


donc: EzQ 


soit xeE et yeË montrons x-yeE? 
xeES (ab)}eQ /x=a+b\3 
veE&(c;d)eQ /x=c+dV3 
x—y={a+bV3)-(c+d4V3)-(a-c)+(b-4)V3 
On a (a;b;c;d)eQ" donc : a-ceQet b-deQ 
Donc x—y=a"+b"\3 par suite : x- y€ E 
Donc :(E;+) est un un sous-groupe de (Q;+) 
donc (E;+) est un un groupe 

2) ) Montons que E est une partie stable 

de (Q:x) ? 

soit xeE et yeE montrons xxyeE? 
x-y=(a+bV3)x{c+dV3)=(ac+3bd)+(ad +bc) 3 
puisque (a;b;c;d)eQ* alors : ac+3bd € Qet 
ad+bceQ donc: xxyezE 

: E={a+b\3/(a;b)eQ?} 

Donc : E est une partie stable de (Q;x) 


3) on a (Q;+;x) est un anneau commutatif 


Donc La multiplication est commutative et 
distributive par rapport à l'addition dans Ë 


Par suite (E;+x) un anneau commutatif 


Et1=1+043 donc : 1eE et 1 est l'élément 


neutre de la multiplication dans (Q;x) 


Donc : 1 est l'élément neutre de la multiplication 
dans £ 


Conclusion : (E;+;x) est un anneau commutatif 


unitaire 


Exercice 15: Soit (A;+:x)un anneau. 


Tel que : x*=x VxeA ((A;+x)s'appelle 


anneau 
De Boole) 


1) calculer (x+x) 

2)en déduire que : x+x=0, (0, est l'élément 
neutre de (A;+)) 

3)soient : xe Aet yeA 

a) calculer(x+ y) en fonction de xet y 

b) en déduire que (A;+;x)est commutatif 

c) en déduire :xy(x+ y) 

4)on suppose que : x#0,et y+0, et y#x 


a) montrer que :a)x+y#+0, bjx+yzy 


5)déterminer le tableau de la somme pour les 


éléments : 0, ; x; yY; x+y 
Solution : 1)soit xe À ona: 


(x+x) =(x+x)(x+x)= xx tax tax tax 


2 
(x+x) = X2+x2+%24+x2=x+XH+X+X Car x =x 


Donc : (x+x) =x+x+x+x 

2)a)soient : xe A et yeA 

(x+y) =(x+y)(x+y)=xx+xy + yx+ yy 
(x+y) =x2+xy+ yx +y? 


(x+y) =x+xy+yx+y car x =x VxeA 


b)on a : (x+y) = X+xy+yx+yet (x+ y) =X+}y 


donc : x+xy+yx+y=x+y 
donc : xy+ yx=0, et puisque xy+xy=0, 
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Alors : xy + yx = xy + xy donc yx = xy 

Donc : (A;+;x)est commutatif 

c) déduction de :xy(x+y) 

soient: xe Aet yeA 

2y x + y) =X + 292 = XXY HAY? =X Y HAY? = XY HAY 
et puisque xy + xy =0, alors : xy(x+y)=0, 

4) on suppose que : xÆ0,et y+0, et y#x 
a) on suppose que x+y=0, et puisquex+x=0, 
Alors : x+y=x+x cad y=x contradiction 
Donc : x+y #0, 

b) on suppose que x+y=y donc : x=0, 


Contradiction donc x+y =+ y 


5)ona:x+x=0, et x+0, =0,+x=x 


Exercice 16: soit (K, +, x) un corps finit : 


E x 
E } meN 


m 


Avec : 0 (resp. e ) l'élément neutre 

pour +(resp. x). 

1)montrer que : —e et e sont les seuls élément 
de K qui sont égaux à leurs symétriques pour la 
loi x 

2)montrer que le produit de tous les éléments de 
K est égal a -e 


3)on considérant le corps (Z/nZ;+;x) avec n 


premier montrer que : (n-1)!+1=0[n] 
Solution :1) 
Vxe K—{0} x=xX Sxxx=x xx se x =e 


7 


sx -e=0s x -e =0S(x-e)(x+e)=0 


 x=—-e OÙ x=e Car (K, +, x) Un corps 
2)puisque : —e et e sont les seuls élément de K 
qui sont égaux à leurs symétriques pour la loi x 


Alors K—{0} — acaju aa "sa, ;a 
1 


| -1 -1 -1 
Donc : —exexaą xa xa, xa, ..Xa, Xa, = 


= —EXEXEXE...X e = —e 


D'après les questions précédentes on a : 


1x2x...xn—1=-1 donc : 


: (n-1)!+1=0f»| 

xa = ya D> xX = y 

Exercice17: on considére l'ensemble des 
matrices suivante : 


a —2b 
AT -( a ener! 


1)Monter que (E;+) est un groupe commutatif 


2)Monter que Ł est une partie stable de 

(M, (R):x) 

3)soit f l'application qui associe à chaque 
matrice M, de E-{0,} le nombre complexe : 
a+ib\2 de C 

a) Monter que f est un morphisme bijectif de 
(E-{0,}, x) dans (C';x) 

ben déduire la structure de (E—{0,}, x) 

4) Monter que (E;+;x) est un corps 

Solution : 1)on a : Moo =0, EE donc: E= 
Etona E c(M,(R);x) 
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soit M, EE et M. EE 


D (a —2b Be —2d 
one Ms) = b a et M a) 17 r 


a -2b\ {c -2d a-c -2(b-d) 
M (a:b) -M (c;d) — - : 
| | b a d c b-d a-c 


Donc : M — M = M 


(a:b) — PA (c;d) 


(a-c;:b-d) 
Et puisque : (a;b;c;d)e R° alors : a-ceRet 
b-dek donc: M 


— M EE 


(a;b) 7 PA (c;d) 


Donc :(E;+) est un un sous-groupe de (M,(R);+) 


donc (E;+) est un groupe commutatif 


2 (a -2b\ fc -2d\ 
MM = b a À d c E 


pases pag 
Map M = = 


(ac-2bd;ad+bc) 


d) | ad+be  ac-2bd | 
Et puisque : (a;b;c;d)€ Rf alors : ac—2bd e Ret 
x M 


ad+bcekR donc: M e E 


(a:b) (c;d) 
E est une partie stable de (M, (R);x) 
3)soient : M 


cÆ£eit M EE 


(a:b) (c:a) 
F (M am)” Micay) = F (Muc-anara te) 

= ac—2bd +i(ad +bc)V2 
FM) S (Mea) (a +ibV2)(c + id V2) 
= ac 2bd +i(ad +bc) N2 = f (M un) 
= f (Mn * Mu) 

f est un morphisme de (E-—{0,}, x) dans (C':x) 


Soit x+iy e C* avec (x; y) c R? 


On cherche M,,,, E E tel que : FM) = X+iy 


f (Man) =x+iy a+ib\2 = x+iy 
a=Xx 
ZX r 
el pad (a;b)eR Existe et il 
= y D 


est unique 


donc : f est un morphisme bijectif de 


(E-{0,}, x) dans (C';x) 


b)(E-{0,}, x) et (C sont isomorphes 


et (C';x) un groupe commutatif donc aussi 
eton a(E-{0,}, x) un groupe commutatif 


4)La multiplication est distributive par rapport à 


l'addition dans M,(R) et E est une partie stable 
de [M,(R);x) donc La multiplication est 
distributive par rapport à l'addition dans £ 

Donc on a :(E;+) est un groupe commutatif et 


(E-{0,}, 


La multiplication est distributive par rapport à 
l'addition dans £ 


x) un groupe commutatif 


Conclusion : (E;+;x) est un corps 

Exercice 18: Soit (K;+x)un corps. 

On note :0, l'élément neutre de (K;+) et 1, 
l'élément neutre de (K;x) et on suppose qu'il 
existe un homomorphisme f bijectif de(K;+) 
vers (K-{0,}:x) 

1)on suppose que 1, +1, =0," 

montrer que : f(K)={1;) 


2) on suppose que : 1, +1, #0, et on pose : 
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a=f (lk)et 8=f"(-1) 
a+a=f+f 


a) montrer que : 


b) en déduire que a = p 

3) en déduire qu'il n'existe pas 
d'homomorphisme f bijectif de (K;+) vers 
(K -{0;};x) 

Solution : 1) )on suppose que l +1, =0,” 
soit xeK on a donc: xx{(1,+1,)=xx0, 
donc: xxl +xxl, =xx0, 

donc: x+x=0, donc: f{x+x)=f(0,) 
puisque f homomorphisme bijectif de(K;+) vers 
(K-{0,}:x)on a donc : f (x)x f (x)=1x 

donc: (f(x)) =1, donc: (f(x)-1,)(f(x)+1,)=0, 


donc : f(x)=1 ou f(x)=-1, =1, car 


donc : VxeK f(x)=1, donc: f(K)={1;) 
2)a)jon a : 1,+1, #0, eta=f"{1,) et B=f"(-1,) 
a=f"{L)ef(a)=t et 8=f'(-4)e f(8)=-1 
donc : cn 

et f(8+B)=(F(8)) =(- 

donc : f(a+a)= A 

donc: a+a=ß+8 carf bijectif 

bon a : a+a=f+pe(a-p)+(a-f8)=0, 
-A)*(lk +1k)=0; 


ata=B+B&(a 


a+ta=f+f&a-p=0, oul; +1, =0; 


KO 


a+ta=f+fsa-fp=0, car 1,+1, #0, 
a+a=pf+fsa=f 

3) s’il existe un homomorphisme f bijectif de 
(K;+) vers (K-{0,};x) on alors deux cas : 
1cas : 1, +1, =0, d'après 1) on a : 

VreK f(x)=1, & VrxekK;f(x)=f(0,) 
Puisque f bijectif : VxeK x=0, 

Cad K={0,} et donc : K-{0,}=2 


contradiction 


2Cas : 1, +1, #0, d'après 2) et on posons : 
a=f"{1,)et =f" (-1,)on trouve : a =£ 
Cad f (-1,)=f (1,)et Puisque f~ bijectif 
Alors : —1, =1, cad 1, +1, =0, contradiction 
Avec le fait que 1, +1, #0, 

Donc : qu’il n'existe pas d’'homomorphisme f 


bijectif de (K;+) vers (K-{0,}:x) 

Exercice19: 

1) On munit de la loi de composition interne 
définie par :x* y = xy +(x2—1)(y2-1); V(x; y)eR° 
Montrer que * est commutative, non associative, 
et que 1 est élément neutre. 


2)On munit R” de la loi de* composition interne 
définie par: x*y=}x +y Y(x;y)eR? 
Montrer que * est commutative, associative, et 
que 0 est élément neutre. Montrer que aucun 


élément de n'a de symétrique pour * 
.8)On munit R de la loi de composition interne * 


définie par : xxy=ÿx +y? V(xy)eR° 
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Montrer que l'application : x — x’ est un 
jsomorphisme de (R;*)vers (R;+) En déduire que 
(R;*) est un groupe commutatif 

Solution :1)x*y=xy+(x2-1)(»2-1)) 


= yx+(y2-1)(x2-1) 


La loi est commutative 
Pour montrer que la loi n'est pas associative, il 


suffit de trouver x; y; z € R et tels que : 
x*(y*z)æ(x*y)*z 

1 sera l'élément neutre il ne faut pas prendre 1 
dans x; y; z et. 

Prenons, par exemple : x = 0; y = 2; z = 3 
x*(y*z)=0*(2*3)=0*(2x3+(22—1)(32—1)) 
= 0*30 = 0x30 + (02 —1)(302—1) = -899 

(x* y)*z=(0*2)*3=0*2+(02—1)(22-1)*3 


=-3*3=0*+2+((-3)2—1)(32-1)=-9+8 =55 
La loi n’est pas associative 
1*x=1x+(12-1)(x2-1)= x 


De plus, comme la loi est commutative 
x*x]=1*x 


On a bien x*]=1*x=x, 1 est l'élément neutre. 


xt y=, X2 + y2 =, y2+x2 = y*x 


La loi est commutative. 


(x*y)sz=(J2+y?)*z=( he+y)*z= ( hety) +z 
COLLECTE 


En reprenant le calcul ci-dessus en changeant 


en (x y:z)en(y;z;x) (y+z)+x=,/32+22+x2 


Comme *est commutative : 


1)Monter que : GØ 


cos -sin 
2)Monter que : c= oez} 


sin cos 


(y*z)*x=x*(y*z)Et finalement : 


(x*y)*z=x*(y*z) 


La loi est associative. 3)Monter que G est une partie stable de 
Remarque : On aurait pu calculer directement (m (R);x) 
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) 4) est ce que G est une partie stable de 
0*x=V0+ x2 =|x| car x20 (M, (R);+) ? 
Comme * est commutative : 0*x=x*0=x Sonposes Me] cos@ -sin 

Ei P | sin cos 

0 est l'élément neutre. 


Supposons x qu'admette un symétrique y calculer M” (0) Vne N° 


x*y=0 S y2+ y? =| x2+y2=0S x+7=0 ou : M” (0)=M (0)xM (0)x...xM (8) 
D  —— 


nfois 
Orx>0 et y>0 donc : x*y=0est impossible, 


6) soit f l'application de R dansG tel que : 
pour tout x>0 x n'a pas de symétrique. 


3) On pose p(x)=x" ET p'(x)>0 pour tout f(0)=M (0) 

x+0et est nul en 0, pest une fonction a) Monter que f est un morphisme surjectif de 
strictement croissante R de sur R, pest une (R;+) dans(G;x) 

bijection de R sur R. Il reste à montrer qu'il ben déduire la structure de (G;x) 


s'agit d'un morphisme. 


p(xxy)=(x+y) (+) =p +y = p(x)+ p(y) 7) soit l'ensemble : U =f{zeC/|z|=1} 


i f8 
p est un morphisme de( R ;*) dans ( R ;+)et a) Monter que : U = {e /0 E R) 


donc un isomorphisme de( R;*) dans ( R ;+) b)Monter que (U;x)est un groupe commutatif 


(puisque p est bijective). 1 0 
Solution : 1)on a : Mo it J! et O +1 =1 
p` est un isomorphisme de( R ;+) dans( R ;*) 


| donc : GØ 
donc un morphisme, ( R ;+) est un groupe 2) 
commutatif 
et l'image d'un groupe commutatif par un M cG J(a;b) cR?/M = ; E Jer zp =] 
morphisme de groupe est un groupe. a 
R ;* jest un groupe. | 
AE o JOeR/a=cosĝet b=sin0 
Exercice20: on considére l'ensemble des 
matrices suivante : cos -sin 
Donc : MEGSI0ER/M=| 
sin cos 


a —b 
=Ma |s est ziea) 


a 


Prof/ATMANI NAJIB 11 


cos —-sin0 
G=4| . JOER 
sin cosO 
| cos, -sin 0 cos, —sinb, 
3)soit: M, =| . et M,=|. 
Ssinf  cosû sin,  cosé, 
Deux éléments de G 
cos@ —sin@ \| cos, —sin6, 
M xM,=|. | 
sinð, cosð j\sinð, cosé, 


> 0 cos 0, -sin 0 sin, —cos@ sin 6, -sin @ cos : 


sin Â cos 6, +cos 0 sin, -sin 0, sin 6, — cos 0, cos 6, 


mx, | 


cos(@ +6,) -sin(8 +6,) 
sin(8+@,) cos(8 +6,) 


Donc : M,xM, €G 


Donc G est une partie stable de (m, (R);x) 


1 0 —1 0 
4)on a ; = 1, et zeh 
0 1 0 -l1 


Deux éléments de G 


1 0 —1 0 0 0 
Et puisque : F El ec 
0 1 0 -i1 0 0 


Car 0 +0°=0421 


Donc G n'est pas une partie stable de (m A (R);+) 


COSOÛ —-sin0 
COS 0 


sin Ô 


5)on pose : M (0)-| 


Calculons : M” (8) 


cos 20 


M°(0)=M(8)xM (0) e ap 


— sin 20 
cos 20 


Montrons que : 


M (0)-| 


cosnO -sinnô 


sinnô  cosn0O 


sr 


par récurrence sur N° 


cos —sin0 
aona: 1(0)-[ S Sng JM 0o) 
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la ppté est vraie pour n=1 
b)on suppose que : 


M (0)-| 


c) montrons que : 


„iym Loos(n+1)8 -sin(n+1)0) _ 7 
ý O E ET 7: 


0 -sinn \{cosû -sin0 
M (0)=M(0)M” (0 (a | | 


sinnô cosn0 || sinf cosO 


cosn0 —sinn0 


sinnô cosn0 


| 


_fcos(n0+6) -sin(n0+0)) ” 
(os NE 16) 


Donc : Yne N* M"(8)=M (n0) 

6)a)Soit (8,;8,) €R? 

Ona: f(8+8,)=M(8+08,)=M(8)xM(0,) 
donc : f(8+8,)=f(8,)xf (6) 

donc : f est un morphisme de(R;+) dans(G;x) 
etona:VMeG 20€R/ f(80)=M(0) 

donc f est un morphisme surjectif de(R;+) dans 
(Ga) 

6)b)puisque f est un morphisme surjectif de 
(R;+) dans(G;x) on a f(G)=R et on a aussi 
(R;+) est un groupe commutatif alors aussi 
(G;x) est un groupe commutatif 

7) a)Montrons que : U = fe” /0 e€ R} ? 
Soit zeC alors z=a+ib avec (a;b) eR’ 
zeU &|z|=1<ļ|a+ib|=1 

zeU < a" +b’ =1 


<> Je R/a=cosĝet b=sin0 et z=a+ib 
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zeU <> 30 eR:z= cos +isin 0 = e” 
Donc : U={e"/O0ER} 

b)Montrons que (U;x)est un sous-groupe de 
c») 

ona U c C* et U + Ø car leU 

Soient z €U et z, €U montrons que 

Za eU 

z eU 30 eR:z =e* 

Zeus -0ER:2=67 

Onda sx ee x (e° | =e” xe = AE) 
Avec 0, -6,eR donc:zxz ,eU 

Donc : (U;x) est un un sous-groupe de (C*;x) 

Et puisque (C';x) est commutatif 


Alors : (U;x) est un groupe commutatif 


2 fa -2b\ {c -2d E 
) Man” Mica) = b a i d c a 


ac — 2bd 2 (ad +bc) 
M5) Ma) = i 
ad + bc ac — 2bd 


(ac-2bd ‘ad +bc) 


Et puisque : (a;b;c;d)eR' alors : ac—2bd eRet 


ad+bceR donc: M x M EE 


(a;b) (c;d) 


E est une partie stable de (m, (R);x) 


3)soient: M, eEet M, n EE 


(a;b) (c;d) 
f (M X Mu) — J (M iaaa) 
= ac—2bd +i(ad +bc)V2 


FM) S (Mea) = (a +ibV2)(c+ id V2) 
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= ac—2bd +i(ad +bc)N2 = f (M ru) 
= f (M m” M) 

f est un morphisme de ( E-{0,}, x) dans (C';x) 
Soit x+iy e C* avec (x; y) cR? 

On cherche Map) e E tel que : f (Mn) = X+iy 


f (Moa) =x+iy a+ib2 = x+is 


d—X 
d—X 
k Sipa (a;b) e R? Existe et il 
= y Do 


est unique 


donc : f est un morphisme bijectif de 
(E-{0,}, x) dans (Ex) 

b)(E-{0,}, x) et (C*;x) sont isomorphes 

et (C*;x) un groupe commutatif donc aussi 
eton a(E-{0,}, x) un groupe commutatif 
4)La multiplication est distributive par rapport à 


l'addition dans M, (R) et E est une partie stable 


de (m, (R);x)donc La multiplication est 


distributive par rapport à l'addition dans £ 
Doncona: 


(E;+) est un groupe commutatif et 


(E-—{0,}, x) un groupe commutatif 


La multiplication est distributive par rapport à 
l'addition dans £ 


Conclusion : (E;+;x) est un corps 
Exercice 21: Soit (A;+;x)un anneau. 


Et 1, est l'élément neutre de (A;x) 


soient: ae A et be À tels que : 


a)ab+ba=1, 


b) a2b + ba? = a 

1)montrer que : a?b = ba? 
2)montrer que : aba + aba = a 
3)en déduire que : ab = ba 
Solution : 1)on a : a?b + ba? = a 


donc : a?b + ba? = al, 

donc :a?b + ba? =a (ab +ba) 
donc : a?b + ba? = a?b + aba 
donc :ba? = aba (1) 


eton a: a?b+ba?=a=l1,a 


donc : a?b + ba? = (ab+ba)a 

donc : a?b + ba? = aba + ba? 

donc : a2b = aba(2) 

de (1)et (2) en déduit que : a2b = ba? 


2)d'après ce qui précéde on a : 
ba? = aba et a?b = aba 
Donc : aba + aba = ab + ba? et d’après b)on a 


aba + aba = a 


3) on a : (ab)(ab) = abab =(aba)b = (ba?)b 
(ba)(ba) = baba = b(aba) = b(a?b) 

(Car : aba=a2b) 
Etona:(ab)(ab)=(1,-ba)(1, -ba) 


(ab)(ab)=1,—-ba-—ba+(ba)(ba) 

Donc : ba?b =1, — ba — ba + ba?b 

Car : (ab}(ab)=(ba)(ba) = ba?b 

Donc : ba +ba = 1, et puisque : ba +ab =1, 


Alors : ab = ba 


Exercice22: Soit (K;+:x)un corps. 


On note : 1, l'élément neutre de (K;x) 
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Soient x et y deux éléments de K -{0;} 
Qui vérifient les conditions suivantes : 
a)x+y=1l, bia +y =l; 
avec : x` le symétrique de x pour la loi x 
1)montrer que : xy = yx=—1l, 


2)montrer que : x° + yf = 7.1, 


File =t le est le 


7 fois 


Avec : 


Solution : 1) Soient x et y deux éléments de 
K-—{0,} on a: xy = x(x° +y')y 

XY = XX y +y y =y += ly 

Donc : xy = yx = —1l, 

2)ona: lk =(x+ y) =x" + xy + yx+ y” 
l; =x" —-1, —1, + y° 

Donc : x° + y =3.1, 

Donc : 9.1, = (x? + yy 

Donc : 9.1, =x da y bys Ay 
Donc : 9.1, = xf +1, +1, + y‘ 
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Donc : xf + y =7.1, 


« C'est en forgeant que l’on devient forgeron » 
Dit un proverbe. 
C'est en Ss'entrainant régulièrement aux calculs et 


exercices Que l'on devient un mathématicien 


